
Министерство образования Иркутской области 
Государственное бюджетное профессиональное образовательное учреждение 

Иркутской области 
«АНГАРСКИЙ ПРОМЫШЛЕННО-ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ТЕХНИКУМ» 

 
Авторская педагогическая разработка 

(комбинаторная) 
 

Курс лекций  
по учебной дисциплине  

Математика: алгебра и начала анализа; геометрия 
для студентов дневного отделения всех специальностей 

всех форм обучения 
 

 (учебно-методическое пособие) 
 
 
 
 
 
 
 

Автор – составитель разработки: 
Майборская Светлана 

Владимировна,  
преподаватель 

ГБПОУ ИО «АПЭТ» 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2017г. 
г. Ангарск  



ОДОБРЕНО  
цикловой комиссии 
математических и естественнонаучных 
дисциплин 
  

 РЕКОМЕНДОВАНО 
методическим советом к 
использованию в 
образовательном процессе 

   
   

 
 
 
 
 

Автор - составитель Майборская С.В.. 
Должность преподаватель ГБПОУ ИО «АПЭТ» 

 
 
 
 
 
 
 
 
Аннотация: Курс лекций по Математике предназначен для студентов, 

обучающихся на первом курсе всех специальностей. Курс состоит из лекций, в 
которых  в доступной форме излагаются основы дисциплины «Математика: алгебра 
и начала анализа; геометрия», нацелен на систематизацию и конкретизацию знаний, 
приобретенных в процессе изучения учебной дисциплины, и содержит материал, 
достаточный для успешного прохождения студентами текущей и промежуточной 
аттестации. 

Курс лекций подготовлен согласно тематике рабочей программы учебной 
дисциплины «Математика: алгебра и начала анализа; геометрия».  

 
 
 
 
 
 
 
Рецензенты: Стогова Л.А., председатель цикловой комиссии математических 

и естественнонаучных дисциплин ГБПОУ ИО «АПЭТ», высшей квалификационной 
категории 

 
  



СОДЕРЖАНИЕ 
 
Пояснительная записка ............................................................................................................................... 4 
УРОК 1 ......................................................................................................................................................... 5 
Тема. Числовые функции. Возрастающие и убывающие, четные и нечетные функции ..................... 5 
УРОК 2 ......................................................................................................................................................... 7 
Тема. Обзор свойств основных функций .................................................................................................. 7 
УРОК 3 ......................................................................................................................................................... 9 
Тема. Построение графиков функций с помощью геометрических преобразований известных 
графиков функций ....................................................................................................................................... 9 
УРОК 5 ....................................................................................................................................................... 11 
Тема. Тригонометрические функции угла .............................................................................................. 11 
УРОК 6 ....................................................................................................................................................... 15 
Тема. Радианная мера углов и дуг ........................................................................................................... 15 
УРОК 7 ....................................................................................................................................................... 18 
Тема. Тригонометрические функции числового аргумента ................................................................. 18 
УРОК 9 ....................................................................................................................................................... 23 
Тема. Построение графиков тригонометрических функций ................................................................ 23 
УРОК 10 ..................................................................................................................................................... 26 
Тема. Свойства тригонометрических функций ...................................................................................... 26 
УРОК 11 ..................................................................................................................................................... 30 
Тема. Тематическая контрольная работа № 1 ........................................................................................ 30 
УРОК 12 ..................................................................................................................................................... 32 
Тема. Соотношения между тригонометрическими функциями одного аргумента ............................ 32 
УРОК 13 ..................................................................................................................................................... 37 
Тема. Формулы тригонометрических функций суммы и разности двух чисел. Тригонометрические 
функции двойного и половинного аргумента ........................................................................................ 37 
УРОК 14 ..................................................................................................................................................... 42 
Тема. Формулы приведения ..................................................................................................................... 42 
УРОК 15 ..................................................................................................................................................... 45 
Тема. Формулы суммы (разности) одноименных тригонометрических функций. Преобразования 
произведения тригонометрических функций в сумму .......................................................................... 45 
УРОК 19 ..................................................................................................................................................... 49 
Тема. Обратные тригонометрические функции: у = arctg x, y = arcctg x ............................................ 49 
УРОК 20 ..................................................................................................................................................... 53 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения cos t = a ........................... 53 
УРОК 21 ..................................................................................................................................................... 56 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения sin t = а............................ 56 
УРОК 22 ..................................................................................................................................................... 59 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения tg t = a. ............................ 59 
УРОК 23 ..................................................................................................................................................... 62 
Тема. Решения тригонометрических уравнений способом сведения к одной тригонометрической 
функции ...................................................................................................................................................... 62 
УРОК 24 ..................................................................................................................................................... 64 
Тема. Решения тригонометрических уравнений способом разложения на множители .................... 64 
УРОК 25 ..................................................................................................................................................... 66 
Тема. Решение однородных тригонометрических уравнений .............................................................. 66 
Информационное обеспечение обучения ............................................................................................... 69 
 

 

  



Пояснительная записка 
Настоящий «Курс лекций» написан в соответствии с действующими в 

настоящее время стандартами по дисциплине «Математика: алгебра и начала анализа; 
геометрия» и учебными программами, по которым обучаются студенты первого 
курса дневного отделения ГБПОУ ИО «Ангарский промышленно – экономический 
техникум». Главное существенное отличие настоящего «Курса лекций» состоит в 
том, что изложение материала ведется не в конспективном стиле, а с подробными 
словесными пояснениями, подробным решением задач. При этом рамки изложения 
расширены. Материал пособия разбит на лекции. Курс состоит из уроков, в которых  в 
доступной форме излагаются основы Математики, нацелен на систематизацию и 
конкретизацию знаний, приобретенных в процессе изучения учебной дисциплины 
«Математика: алгебра и начала анализа; геометрия». 

Пособие может быть использовано при изучении студентами ГБПОУ ИО 
«АПЭТ» всех специальностей всех форм обучения.  

Объем и степень глубины излагаемого в пособии материала соответствуют 
специальностям как технического, так и экономического профилей, выделяемых 
основной образовательной программой среднего профессионального образования 
подготовки квалифицированных рабочих, служащих.  

В отличие от существующих учебников по Математике, настоящее пособие 
учитывает особенности рабочих программ специальностей ГБПОУ ИО «АПЭТ». 

 
  



УРОК 1 
Тема. Числовые функции. Возрастающие и убывающие, четные и 

нечетные функции 
Цель урока: Обобщение и систематизация знаний учащихся о числовые функции (область 

определения и область значения функций, возрастающие и убывающие функции, четные и 
нечетные функции). 

 Мотивация обучения 
Процессы реального мира тесно связаны між. собой. Среди многообразия явлений ученые 

выделили такие, в которых взаимосвязь величин настолько тесен, что, зная значение одной из них, 
можно определить значение второй величины. 

Например, зная сторону квадрата, можно найти его площадь или периметр. 
Зависимость переменной у от переменной х, при которой каждому значению χ соответствует 

единственное значение у, называется функцией. 
С понятием функции вы познакомились в курсе алгебры. Понятие функции является важным 

понятием курса алгебры и начал анализа, следовательно, мы должны вспомнить и обобщить 
сведения о функциях. Кроме того, исследуя свойства функций, мы имеем возможности 
основательнее познать реальный мир. 

II. Систематизация и обобщение основных сведений о числовые функции 
Числовой функцией с областью определения D называется зависимость, при которой 

каждому числу х из множества D ставится в соответствие по некоторому правилу единственное 
число у из множества Е. 

Переменная х называется независимой переменной или аргументом функции, а переменная 
у - зависимой переменной или функцией. 

Функцию обозначают латинскими буквами f, g, h... (или f(x), g(x), h(x)) или равенствами у = 
f(x), у = g(x), у = h(x)... Если заданное конкретное значение независимой переменной х = х0, то у0 = 
f(x0) называется значением функции f в точке х0. 

Область определения функции обозначается D(f) (от анг. define - определить). Множество, 
состоящее из всех чисел f(x) таких, что х принадлежит области определения функцииf, называется 
областью значений функции и обозначается E(f) (от анг. exist - существовать). 

Рассмотрим пример. Результаты измерения температуры тела больного в зависимости от 
времени представлен в таблице: 

  
Время суток х (ч) 9 12 15 18 21 24 
Температура тела 

y=f(x) (С°) 39 38,5 38,3 37,3 37,1 37 

  
Зависимость у·= f(x) является функцией, х - независимая переменная, у - зависимая 

переменная. 
f(9) = 39, f(12) = 38.5,..., f(24) = 37. 
D(f) = {9;12;15; 18; 21; 24}. 
E(f) = {39; 38,5; 38,3; 37,3; 37,1; 37}. 
Функцию можно задать с помощью таблицы, графика, формулы. 
Чаще всего функцию задают формулой, которая дает возможность получить значение 

зависимой переменной у, подставив предельное значение аргумента х. 
Например. Если каждому значению х из множества действительных чисел поставить в 

соответствие квадрат этого числа, то-функцию можно записать в виде формулы: 
у = х2 или f(x)= x2. 
Областью определения функции у = f(x), которая задана формулой, называется множество 

тех значений, которые может принимать х, то есть формула имеет смысл (все действия, указанные 
формуле, можно выполнить). При нахождении области определения следует помнить: 

1) Если функция является многочленом в = аn хn + αn-1 xn-1 +... + α1x + a0, то D(y) = (- ; +
) = R. 



2) Если функция имеет вид у = , где f(x) и g(x) - многочлены, то следует считать g(x)

0 (знаменатель дроби не равен 0). 

3) Если функция имеет вид у = , то следует считать f(x) > 0 (арифметический 
квадратный корень существует только из неотрицательных чисел). 

Графиком функции у = f(x) называется множество всех точек плоскости с координатами 
(x;f(x)) , где первая координата «пробегает» всю область определения функции у = f(x), а вторая 
координата - это соответствующие значения функции в точке х. 

 
  



УРОК 2 
Тема. Обзор свойств основных функций 

Цель урока: Повторение и обобщение свойств элементарных функций: у = kx + b, у = , 

 у = х2, у= х3, у = , у = , у = αх2 + bx + с. 
. Проверка домашнего задания 
1. Один ученик объясняет решение упражнения № 1 (5), второй - № 2 (5). 
2. Математический диктант. 
Закончите математические утверждения. 

1) Областью определения функции у = является ... 

2) Областью определения функции у = является ... 
3) Областью значений функции у = х2 +1 есть ... 
4) Если для функции у = f(x) выполняется равенство f(-x) = f(x) для всех х D(f), то функция 

... 
5) График нечетной функции симметричен относительно.. 
6) Если для любых значений х1 и х2 из области определения функции у = f(x) при условии 

х1 х2 следует, что у1 у2 то функция ... 
Ответ: 

1) (- ;l) (l;+ ); 2) [1;+ ); 3) [1;+ ); 4) парная; 5) начала координат; 6) возрастающая. 
  
II. Повторение и обобщение свойств основных видов функций 
Повторение и обобщение свойств изученных видов функций провести путем фронтальной 

беседы и результаты занести в таблицу 1. 
Выполнение упражнений 
1. Постройте графики функций 
а) у = х - 2; б) у = 3 - х; в) у = х2 - 2х; г) у = х2 - 4х + 3; д) у = 4х - х2 
Ответ: 

 

  



 

III. Формирование умений учащихся находить область определения функции и исследовать 
функцию на четность (нечетность) 

Выполнение упражнений № 1 (8; 11) и № 2 (11-12) 
IV. Подведение итогов урока 
V. Домашнее задание 
Раздел И § 1 п. 2. Вопросы и задания для повторения № 13 - 26; Упражнения№ 1 (13; 6), № 2 

(7; 10). 
  

  



УРОК 3 
Тема. Построение графиков функций с помощью геометрических 

преобразований известных графиков функций 
 

Цель урока: Формирование умений строить графики функций с помощью восьми базовых 
преобразований графика функции  

у = f(x): у = -f(x); у = f(-x); у = f(x) + b; у = f(x + a); у = af(x); у = f(ax); у = f(│x│); у = │f(x)│. 
И. Проверка домашнего задания. 
1. Решение упражнений, аналогичных домашних.  

1) Найдите область определения функции: а) ; б) . 
Решение 
а) За то что арифметический квадратный корень существует только из неотрицательных 

чисел, х2 - 5х + 6 0 . Решим неравенство методом интервалов (найдем нули функции g = х2 - 5х + 
6, нанесем их на координатную прямую и определим знак функции на каждом промежутке) (рис. 
15).  

  

 
  

Следовательно, D(y) = (- ; 2] [3; + ).  

б) D(y) находим решив систему . Следовательно, D(y) = (0; 1) (1; +
) (рис. 16).  

  

 

2) Исследуйте на четность и нечетность функцию: а) f(x) = x2(2x - х3) ; б)  
Решение 
а) За то что D(f) = R и f(-x) = (-х)(2(-х) - (-х)3) = х2(-2х + х3) = -x2(2x - х3) = -f(x), f(x) = x2(2x 

-х3) - нечетная. 

б) За то что D(f) = R и , то - 
парная. 

II. Повторение и систематизация знаний учащихся о геометрических преобразованиях 
графиков. 

Запас функций, графики которых вы умеете строить, пока небольшой. Но используя 
известные из курсов геометрии и алгебры сведения о преобразовании фигур, этот список можно 



существенно расширить. Вспомним элементарные преобразования графика функции у = f(x) с 
помощью таблицы 2. 

III. Формирование умений строить графики с помощью геометрических преобразований 
известных графиков 

Коллективное выполнение упражнений№ 3 (1; 2; 3; 14; 19). 

IV. Итог урока 

V. Домашнее задание 

Раздел И § 1 (3). Вопросы и задания для повторения № 27-31. Упражнение№ 3 (7, 8, 9, 4, 5, 
6, 18). 

  



УРОК 5 
Тема. Тригонометрические функции угла 
Цель урока: повторить определение тригонометрических функций острого угла 

прямоугольного треугольника и ввести определение тригонометрической функции произвольного 
угла. 

И. Анализ ошибок, допущенных в математическом диктанте и самостоятельной работе. 
1. Постройте графики функций (индивидуальные карточки): 

а) ; б) ; в) ; г) . 
Ответ: а) рис. 25; б) рис. 26; в) рис. 27; г) рис. 28. 

 

 

2. Постройте графики функций (индивидуальные карточки): 

а) ; б)  
Ответ: а) рис. 29; б) рис. 30. 

 

II. Повторение сведений о тригонометрические функции острых углов прямоугольного 
треугольника. 

Провести повторение путем фронтальной беседы с использованием таблицы 3. 



 1. Дайте определение синуса острого угла прямоугольного треугольника. 
2. Дайте определение косинуса острого угла прямоугольного треугольника. 
3. Дайте определение тангенса острого угла прямоугольного треугольника. (Ввести понятие 

котангенса острого угла прямоугольного треугольника). 
4. Пользуясь рис. 31 найдите sin α, cos α, tg α, ctg α, sin β, cos β, tg β, ctg β. 

 

 

5. Вычислите: 

а) 2 cos 60° + cos 30°;  
б) 3tg45°·tg60°;  
в) 2 cos 30° + 6 cos 60° - 4 tg 45°;  
г) 2 ctg 60° - 2 sin 60°. 
6. Упростите: 
a) (1 - cosα)(1 + cosα);  



6) tgα - ctgα + sin2 α + cos2 α. 
  
III. Повторение сведений о тригонометрические функции произвольного угла 
В курсе геометрии для углов от 0° до 180° было дано определение синуса, косинуса, тангенса 

с помощью круга. Напомним эти определения. Пусть дан круг радиуса R, центр которого находится 
в начале координат. Отложим от положительной полуоси в верхнюю півплощину угол α, вторая 
сторона которого пересечет окружность в точке Рα(х; у) (рис. 32). 

  

 

Синусом угла называется отношение ординаты точки Рα(х; у) окружности к ее радиусу: 

.  
Косинусом угла называется отношение абсциссы точки Рα(.х; в) круга к его радиусу: 

. Тангенсом угла называется отношение ординаты точки Рα(х; у) к ее абсциссы:

.  
Котангенсом угла называется отношение абсциссы точки Рα(х; у) к ее ординаты: 

. 
Пример 1. Найти sin α, cos α, tg α, ctg α, если α = 120°. Построив точку Р120º, имеем (рис. 33): 

; ; 

; ; 



 

Если любой угол рассматривать как фигуру, образованную вращением луча вокруг своей 
начальной точки в двух возможных направлениях (положительном - против часовой стрелки, 
отрицательном - по часовой стрелке), то данное определение можно использовать для любых углов. 

Пример 2. Найти sin α, cos α, tg α, ctg α, если α = 270°. При повороте на 270° вокруг точки О 
радиус ОА, равный R, перейдет в радиус ОВ, тогда (рис. 34) 

Р270º·(0; -R ) и, следовательно, sin 270° = = -1, cos 270° = = 0, ctg270° = = 0 , tg 
270° не имеет смысла. 

 

Из курса геометрии известно, что величина угла в градусах выражается числом от 0° до 180°. 
Угол Поворота может выражаться в градусах, каким угодно действительным числом от -  до +
. 

Пример 3. Если начальный радиус ОА сделал полный оборот против часовой стрелки, то угол 
поворота будет равен 360° (рис. 35). Если начальный радиус ОА сделал полтора оборота против 
часовой стрелки, то угол поворота будет равен 540º (рис. 36). Если начальный радиус ОА сделал два 
полных оборота и четверть оборота по часовой стрелке, то угол поворота будет равен 2 (-360°) - 90° 
= - 810° (рис. 37). 

 



УРОК 6 
Тема. Радианная мера углов и дуг 
Цель урока: Обобщение и систематизация знаний учащихся о радіанну меру измерения 

углов и дуг. Формирование умений определять радіанну меру угла с градусами и наоборот. 
И. Проверка домашнего задания 
1. Проверку выполнения упражнений № 4, 5 совершите по записям, сделанным в начале 

урока. 
2. Математический диктант. 
1) Углом какой четверти является угол 370°? 
2) Запишите все углы поворота, конечный радиус которых находится на положительный 

полуоси ΟΥ? 
3) Вычислите: 2cos 60° + 2sin 30°. 
4) Найдите cos 720°. 
5) Найдите sin (-270°). 
6) Какой знак имеет tg (-50°).  
Ответ: 1) И; 2) 90° + 360°n, n Ζ; 3) 2; 4) 1; 5) 1; 6) -. 
II. Восприятие и осознание нового материала 
Как известно, углы измеряются в градусах, минутах, секундах, 

Градусом называется часть развернутого угла. 
Таким образом, развернутый угол равен 180°, прямой угол равен 90°. 
Между градусами, минутами и секундами существуют соотношения: 1º= 60', 1' = 60", 1' = 

, 1' = . Кроме градусной меры, используются и другие единицы измерения углов. В 
математике и физике это радианная мера угла. 

1 радиан - центральный угол, опирающийся на дугу, длина которой равна радиусу (рис. 41). 
  

 
Установим связь между радианным и градусным измерением углов. Угол, равный 180°, 

соответствует полукруг, то есть дуга, длина которой равна nR (рис. 42). Чтобы найти радианную 

меру угла в 180°, надо длину дуги n-R разделить на длину радиуса R: . Итак, радианная 
мера угла в 180° равен n: 180° = n советов. 

Из этой формулы получаем (разделив левую и правую части равенства на 180): 1° = 
советов, или 1° 0,017 советов. 



 
Из равенства 180° = n советов также получаем (разделив левую и правую части равенства на 

n): 1 рад = , или 1 советов 57°. 
Рассмотрим примеры перехода от радіанної меры к градусной и наоборот. 
Пример 1. Выразите в радианах величины углов 30°; 45°; 60°; 90°.  
Разделив левую и правую части равенства: 180° = π советов последовательно на 6, 4, 3, 2, 

получаем: 30° = советов, 45° = советов, 60° = советов; 90° = советов. 

Пример 2. Выразите в градусах величины углов советов, советов, советов, 
советов.  

Разделив левую и правую части равенства: 180° = π советов последовательно на 10; 5; 12; 18, 

получаем: рад = 18º; советов = 36º; советов = 15º; рад = 10º.  
Пример 3. Найдите в градусах 3,5 советов. 

За то что 1 рад = , 3,5 советов = 3,5 · = = 201° . 
Пример 4. Найдите радианную меру угла в 72°. 

За то что 1° = советов, 72° = 72 · рад = советов 1,3 советов.  
При записи радианной меры угла обозначение «советов» опускают. Например, вместо 

равенства 90° = советов, пишут 90° = . 
Радианная мера угла удобна для вычисления длины дуги окружности. Из-за того что угол в 

1 радиан стягивает дугу, длина которой равна R, то угол в α радиан стягивает дугу длиной: l = αR. 
Если радиус круга равен единице, то l = α, то есть длина дуги равна величине центрального 

угла, опирающегося на эту дугу в радианах. 
III. формирование умений определять радианную меру угла по градусной и наоборот 
Выполнение упражнений 
1. Запишите в радианной мере углы: а) 120°; б) 300°; в) -405°; г) -22,5°. 

Ответ: а) ; б) ; в) ; г) . 

2. Подайте в градусной мере углы: а) ; б) 2,5π; в) 0,3π; г) . 
Ответ: а) 135°; б) 450°; в) 54°; г) 660°. 



3. Подайте в радианной мере углы (воспользуйтесь таблицами или калькулятором): 
а) 20° 12'; б) 54° 23'; в) 136° 27'; г) 127° 15'.  
Ответ: а) 0,3586; 6) 0,9492; в) 2,3815; г) 2,221. 
4. Подайте в градусной мере угла (воспользуйтесь таблицами или калькулятором):  
а) 15; б) 2; в) 1,1417; г) 4,3982.  
Ответ: а) 859,87°; б) 114,65°; в) 65° 25'; г) 252°. 
IV. Подведение итогов урока 
V. Домашнее задание 
Раздел И § 3. Вопросы и задания для повторения № 35-39. Упражнения № 8, 9. 
 

  



УРОК 7 
Тема. Тригонометрические функции числового аргумента 
Цель урока: Формирование понятия тригонометрических функций числового аргумента; 

изучение значений тригонометрических функций некоторых чисел (углов), изменения знаков 
тригонометрических функций в координатных четвертях. 

И. Проверка домашнего задания 
Решения аналогичных упражнений в домашних. 
1. Подайте в радианной мере углы: 
а) 5°; б) 1140°; в) -765°; г) 67° 5'. 

Ответ: а) ; б) π; в) π; г) .  
2. Подайте в градусной мере углы: 

а) ; б) 1,25π; в) 1; г) 10. 
Ответ: а) 105°; б) 225°; в) 57,32°; г) 573,25°. 

3. Найдите длину дуги, если на нее опирается центральный угол α = , а радиус круга 
равен 10 м. 

Ответ: 9π м. 
  
II. Восприятие и осознание понятий синуса, косинуса, тангенса и котангенса числа 
Рассмотрим на координатной плоскости круг радиуса 1 с центром в начале координат, 

которое называется единичным (рис. 43). Обозначим точку Ро - правый конец горизонтального 
диаметра. Поставим в соответствие каждому действительному числу α точку круга по следующим 
правилом: 

1) Если α > 0, то, двигаясь по окружности из точки Ро в направлении против часовой стрелки 
(положительный направление обхода окружности), опишем по окружности путь длиной а, конечная 
точка этого пути и будет искомой точкой Ρα. 

 

2) Если α 0, то, двигаясь из точки Ρо (рис. 44) в направлении по часовой стрелке, опишем по 
окружности путь длиной |α|; конец этого пути и будет искомая точка Рα. 



 

3) Если α = 0, то поставим в соответствие точку Ро. 
Таким образом, каждому действительному числу можно поставить в соответствие точку Ρ0 

единичного круга. 
Если α = αа + 2πk, где k - целое число, то при повороте на угол α получаем одну и ту же точку, 

что и при повороте на угол αо. 
Если точка Ρ соответствует числу α, то она отвечает и всем числам вида α + 2πk, где 2π - 

длина окружности (так как радиус равен 1), а k - целое число, которое показывает количество 
полных обходов окружности в ту или иную сторону. 

Выполнение упражнений 
1. Каким числам соответствуют точки Р0, Р, М, K, L, S (рис. 45), если известно, что Ν - 

середина дуги Р0К, а дуги Р0Р, РМ, МК - уровне. 

Ответ: 2πn; +2πn; +2πn; + 2πn; + 2πn; π + 2πn; - + 2πn, n Z. 

 

2. Отметьте на одиночном круге точки, которые соответствуют числам: 

а) + 2πn , - + 2πn, + 2πn, - + 2πn, где n Ζ; 

б) + 2πn , + 2πn , + 2πn, + 2πn, - + 2πn, где n Ζ.  
Ответ: а) рис. 46 (каждая четверть круга разделена на 2 равные части); б) рис. 47 (каждая 

четверть круга разделена на 3 равные части). 



 

3. Отметьте на одиночном круге точки, которые соответствуют числам 1; 2; 3;-5. Ответ: рис. 48. 

 

Синусом числа α называется ордината точки Рα, образованной поворотом точки Рα (1; 0) 
вокруг начала координат на угол в α радиан (обозначается sin α) (рис. 49). 

Синус определен для любого числа α.  
Косинусом числа α называется абсцисса точки Рα, образованной поворотом точки Рα (1; 0) 

вокруг начала координат на угол в α радиан (обозначается cos α) (рис. 49). 
Косинус определен для любого числа α. 

 

Выполнение упражнений 
1. Вычислите: 

a) cos 7π; б) sin 7π; в) cos ; г) sin .  
Ответ: а) -1; б) 0; в) 0; г) 1.  
2. Вычислите: 



a) ; б) ; в) sin π + sin 1,5π; г) cos0 + cos 3,5π - cos 3π.  
Ответ: а) 0; б) -1; в) -1; г) 2. 
  

Тангенсом числа α называется отношение синуса числа α к его косинуса: 

. 

Тангенс определен для всех а, кроме тех значений, для которых cos α = 0, т.е. α = + πn, n 
Ζ. 

Для решения некоторых задач полезно иметь представление о линии тангенсов (рис. 50). 
Проведем касательную t к единичного круга в точке Ρо. Пусть α - произвольное число, для которого 

cos α 0, тогда точка Рα (cos α; sin α) не лежит на оси ординат и прямая ОРα пересекает t в 
некоторой точке Тα с абсциссой 1. Найдем ординату точки Тα из треугольника ОРоТα. 

; в = tgα. 

 

Таким образом, ордината точки пересечения прямых ОРα и t равен тангенсу числа α. Поэтому 
прямую t называют осью тангенсов. 

Котангенсом числа α называется отношение косинуса числа α к его синуса: 

. 

Котангенс определен для всех α, кроме таких значений, для которых sin α 0, то есть a = 
πn, n Ζ. 

Введем понятие линии котангенсів (рис. 51). Проведем касательную q до единичного круга 

в точке . Для произвольного числа α, если sin α 0 и соответственно точка Рα (cos α, sin α) не 
лежит на оси ОХ и поэтому прямая ОРα пересекает прямую q в некоторой точке Qα с ординатой, 

равной 1. Из треугольника О Qα имеем: , отсюда х = ctg α. Таким образом, 
абсцисса точки пересечения прямой ОРα и q равен котангенсу числа α, поэтому прямую q называют 
осью котангенсов. 

  



 

Выполнение упражнений 

1. Вычислите: а) tg π; б) tg (-π); в) tg 4π; г) tg . 
Ответ: а) 0; б) 0; в) 0; г) не определен. 

2. Определите знак числа: а) tg ; б) tg ; в) tg ; г) ctg . 
Ответ: а) минус; б) плюс; в) минус; г) минус. 
 
III. Определение значений тригонометрических функций некоторых чисел 

Из-за того что поворот на угол в α радиан совпадает с поворотом 180 на угол - α 
градусов, аргумент синуса и косинуса можно выразить как в градусах, так и в радианах. Например, 

при повороте точки (1; 0) на угол , то есть на угол 90º, поэтому sin  = sin 90° = 1, cos  = cos 
90° = 0.  

Заполним таблицу значений синуса, косинуса, тангенса и котангенса некоторых чисел 
(таблица 4) или рассмотрим таблицу 2 (стр. 31) учебника и выполним упражнение 1. 
  



УРОК 9 
Тема. Построение графиков тригонометрических функций 
  
Цель урока: построение графиков функций у = sin х, у = cos x, у = tg х, у = ctg x.  
Формирование умений строить графики функций: у = Asin (kx + b), у = Acos (kx + b), у = Atg 

(kx + b), у = Actg (kx + b). 
И. Проверка домашнего задания 
1. Один ученик воспроизводит решение упражнения № 24 (1-3). 
2. Фронтальная беседа: 
1) Назовите явления в природе, которые периодически повторяются. 
2) Дайте определение периодической функции. 
3) Если функция у = f(x) имеет периодом число Т, то будет периодом этой функции число 

2Т, 3T...? Ответ обоснуйте. 
4) Найдите наименьший положительный период функций:  

a) y = cos ; б) y = sin ; в) у = tg ; г) у = .  
5) периодическая функция у = С? Если да, то укажите период этой функции. 
  
II. Построение графика функции у = sin х 
Для построения графика функции у = sin x воспользуемся единичным кругом. Построим 

единичный круг радиусом 1 см (2 клетки). Справа построим систему координат, как на рис. 57. 

 

На ось ОХ нанесем точки ; π; ; 2π (соответственно 3 ячейки, 6 ячеек 9 ячеек, 12 ячеек). 
Разделим первую четверть единичного круга на три равные части и на столько же частей отрезок 

оси абсцисс. Перенесем значение синуса до соответствующих точек оси ОХ. Получим 
точки, которые надо соединить плавной линией. Затем разделим вторую, третью и четвертую 
четверть единичного круга также на три равные части и перенесем значение синуса до 
соответствующей точки оси ОХ. Последовательно соединив все полученные точки, получим график 
функции у = sin х на промежутке [0;π]. 

За то что функция у = sin x периодическая с периодом 2π, то для построения графика функции 
у = sin x на всей прямой ОХ достаточно параллельно перенести построен график вдоль оси ОХ на 
2π, 4π, 6π... единиц влево и вправо (рис. 58). 

  



 

Кривая, которая является графиком функции у = sin x, называют синусоидой. 
Выполнение упражнений: 
1. Постройте графики функций. 

а) у = sin ; б) у = sin 2х; в) у = 2sin х; г) у = sin (-x).  
Ответы: а) рис. 59; б) рис. 60; в) рис. 61; г) рис. 62. 

 

 

III. Построение графика функции у = cos x 

Как известно, cos х = sin , поэтому у = cos x и у = sin - одинаковые 

функции. Для построения графика функции у = sin воспользуемся геометрич-ими 
преобразованиями графиков: сначала построим (рис. 63) график функции у = sin х, затем у = sin (-

х) и в конце у = sin . 



 

  

  



УРОК 10 
Тема. Свойства тригонометрических функций 
Цель урока: изучение свойств тригонометрических функций у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = 

ctg x (область определения; область значений; четность (нечетность); симметричность графиков; 
периодичность; нули; промежутки убывания (возрастания); промежутки знакопостійності; 
наибольшие и наименьшие значения). 

И. Проверка домашнего задания 
Проверить правильность построения графиков функций упражнения № 28 (а-г) с рисунками, 

сделанными к уроку. 
II. Изучение свойств тригонометрических функций. 
Свойства изученных тригонометрических функций удобно записать в таблицу 5. При 

заполнении таблицы возможны следующие комментарии: 
1. Выражения sin х и cos x определены для любых x, поскольку для любого числа х можно 

найти координаты точки , единичного круга. 

Выражение tg х имеет смысл при любом x, кроме чисел вида х = , n Ζ.  
Выражение ctg x имеет смысл при любом x, кроме чисел вида х = πn, n Ζ. 

2. Поскольку sin х и cos х - это ордината и абсцисса точки единичного круга, то областью 
значений синуса и косинуса является промежуток [-1; 1]. 

Поскольку tg α - это ордината точки линии тангенсов, то областью значений тангенса 
является R.  

Поскольку ctg α - это абсцисса точки линии котангенсів, то областью значений 
котангенса является R. 

3. Поскольку точки Рα и Г-α единичного круга (рис. 75) симметричны относительно оси ОХ, 
то эти точки имеют одинаковые абсциссы и ординаты противоположны, т.е. sin (-α) = -sin α; cos (-
α) = cos α. 

 

Поскольку точки Тα и Τ-α симметричные относительно Р0 линии тангенсов, то tg (-α) = -tg α. 

Поскольку точки Qα и Q-α симметричные (рис. 77) относительно точки линии котангенс, 
то ctg (-α) = - ctg α. 



 

Можно доказать аналитическое, tg α и ctg α нечетные: 

, 

. 

4. См. урок 8. 

5. Ординату, равную нулю, имеют две точки (рис. 78) единичного круга: (1; 0) и (-1; 0). Эти точки 
образуются из точки (1; 0) поворотом на углы 0, π, 2π, 3π и т. д., а также на углы -π, -2π... 
Следовательно, sin х = 0, если х = nk, n Ζ. 

6. Абсцису, равную нулю, имеют две точки единичного круга: (0; 

1) и (0; -1). Эти точки образуются из точки (1; 0) поворотом на углы ; + π; + 2π и т.д., а 

также на углы - ; - + π; - + 2π, т.е. на углы +2πk, k Z (рис. 79). Следовательно, cos х = 

0, если х = + πk, k Ζ. 



7. См. урок 9. 

8. Если угол α изменяется от -  до , то ордината точки Ρα увеличивается от -1 до 1, т.е. 

sin α возрастает на промежутке , учитывая, что наименьшим периодом синуса есть 2π, 

делаем вывод, что sin α возрастает на промежутке , n Ζ (рис. 80). Если 

угол α изменяется от до , то ордината точки Ρα уменьшается от 1 до -1, то есть sin α убывает 

на промежутке . Учитывая, что наименьший период синуса есть 2π, делаем вывод, что sin 

α убывает на промежутках , n Ζ. 

Если угол α изменяется от 0 до π, то абсцисса точки Рα 
уменьшается от 1 до -1, то есть cos α убывает на промежутке [0; π], если угол α изменяется от -π до 
0, то абсцисса точки Ρα увеличивается от -1 до 1, т.е. cos α возрастает (рис. 81). Учитывая, что 
наименьший период косинуса является 2π, делаем вывод, что функция cos α убывает на 
промежутках [2πn; π + 2πn] и возрастает на промежутках [-π + 2πn; 2n], n Ζ. 



При изменении  угла α от -  

до ордината точки Тα линии тангенсов увеличивается от -  к + , т.е. tg α возрастает на 

промежутке . Учитывая, что наименьший положительный период тангенса является π, 

делаем вывод, что tg α возрастает на каждом из промежутков , π Ζ (рис. 
82). 

  



УРОК 11 
Тема. Тематическая контрольная работа № 1 
Цель урока: проверить знания, умения и навыки учащихся по изученной теме. 
Вариант 1 
1. Постройте график функции у = sin х на промежутке [0; 2π] и найдите: 

а) значение у, если х = ; 
б) значение х, если у = -1; 
в) промежуток, где функция убывает. (2 балла) 
2. Постройте график функции у = 2sin х - 1. (2 балла) 

3. Найдите область определения функции . (2 балла) 
4. Определить четность (нечетность) функции f(x) = x2 - cos 2x + tg2х. (2 балла) 

5. Найдите тригонометрические функции числа . (2 балла)  
6. Постройте график функции у = sin х + sin х. (2 балла) 
 
Вариант 2 
1. Постройте график функции у = cos х на промежутке [0; 2π] и найдите: 

а) значение у, если х = ;  
б) значение х, если у = -1;  
в) промежуток, на котором функция возрастает. (2 балла) 
2. Постройте график функции у = -2cos х + 1. (2 балла) 

3. Найдите область определения функции (2 балла) 
4. Определите четность (нечетность) функции f(x) = sin x + tg x - x3. (2 балла) 

5. Найдите тригонометрические функции числа · (2 балла) 
6. Постройте график функции у = cos х + │cos x│. (2 балла) 
 
Вариант 3 
1. Постройте график функции у = ctg x на промежутке (0; π) и найдите: 

а) значение у, если ;  
б) значение x, если у = -1;  
в) промежуток, на котором функция убывает. (2 балла) 

2. Постройте график функции у = ctg , (2 балла) 

3. Найдите область определения функции . (2 балла) 
4. Определить четность (нечетность) функции f(x) = cos2 x + sin x - х. (2 балла) 

5. Найдите тригонометрические функции числа . (2 балла)  
6. Постройте график функции у = ctg x + |ctg x|. (2 балла) 
 



Вариант 4 

1. Постройте график функции у = tg х на промежутке и найдите: 

а) значение у, если х = ;  
б) значение х, если у = 1; 
в) промежуток, на котором функция возрастает. (2 балла) 
2. Постройте график функции у = tg 2х. (2 балла) 

3. Найдите область определения функции у = . (2 балла) 
4. Определить четность (нечетность) функции f(x) = sin х + cos х - х2. (2 балла) 

5. Найдите тригонометрические функции числа . (2 балла) 
6. Постройте график функции у = tg х - │tg x│. (2 балла) 

Ответ: В-1. 1. Рис. 88. а) у = 1; б) х = ; в) х . 2. Рис. 89. 3. D(у)=(- ;-2]

[l;+ ). 4. Парная. 5. ; ; ; . 6. Рис. 
90. 

В-2. 1. Рис. 91. а) у = 0; б) х = π; в) [π; 2π]. 2. Рис. 92. 3. D(y) = (-3; 1). 4. Нечетная. 5. 

; ; ; . 6. Рис. 93. 

В-3. 1. Рис. 94. а) у = 1; б) х = ; в) (0;π). 2. Рис. 95. 3. D(у)=(- ;-2) [2;+ ). 4. Ни 

четная, ни нечетная. 5. ; ; ; 

. 6. Рис. 96. 

В-4. 1. Рис. 97. а) у = -1; б) х = ; в) . 2. Рис. 98. 3. D(у) = [3;+ ). 

4. Ни четная, ни нечетная. 5. ; ; 

; . 6. Рис. 99.  

Домашнее задание  
Повторить соотношения между тригонометрическими функциями одного аргумента. Раздел 

И § 8, вопрос № 56-58. 



УРОК 12 
Тема. Соотношения между тригонометрическими функциями одного 

аргумента 
Цель урока: изучение соотношения между тригонометрическими функциями одного 

аргумента, формирование умений применять изученные соотношения для тождественных 
преобразований (упрощение) выражений, нахождение значений тригонометрических функций по 
одной известной функцией. 

И. Анализ контрольной работы 
II. Мотивация обучения 
Очень часто при решении задач возникает проблема: найти значения тригонометрических 

функций, если задано только значение одной из них. Итак, на сегодняшнем уроке мы должны 
вспомнить формулы (зависимости), связывающие тригонометрические функции одного и того же 
аргумента. 

III. Восприятие и осознание нового материала 
1. Соотношения между синусом и косинусом. 
Пусть точка Ρα(х, у) единичного круга полученная поворотом точки Р0(1; 0) на угол α радиан, 

тогда согласно определению синуса и косинуса: х = cos α, y = sin α (рис. 100) 

 

Поскольку точка Рα(х;у) принадлежит единичному кругу, то координаты (х; у) 
удовлетворяют уравнению х2 + у2 = 1. Подставив в это уравнение вместо х и у значения cos α и sin 
α, получим: 

(cos α)2 + (sin α)2 = 1 или (учитывая, что (cos α)2 = cos2 α, (sin α)2 = sin2 α)) cos2 α + sin2 α = 
1. 

Таким образом, sin2 α + cos2 α = 1 для всех значений α. Это равенство называется основной 
тригонометричною тождественностью. 

Из основной тригонометрической тождества можно выразить sin α через cos α и наоборот.  

, . 
Выполнение упражнений  
1. Могут быть справедливыми одновременно равенства: 

a) cosα = и sinα = ;  

б) sinα = -  и cosα = - ;  

в) sinα = и cosα = - . 
при одном и том же значении α? 
Ответ: а) нет; б) да; в) да. 



2. Найдите cos α, если sin α = 0,6 и α π. 
Ответ: cos α = -0,8. 

3. Найдите sin α, если cos α = и α 2π. 

Ответ: sin α = -  . 
4. Упростите выражения: 
а) 1 + sin2 α + cos2 α;  
б) 1 - sin2 α - cos2 α;  
в) 2sin2 α + cos2 α - 1;  
г) (1 - cos α)(1 + cos α);  

д) ;  
есть) sin4 α - cos4 α + 1.  
Ответ: а) 2; 6) 0; в) sin2 α; г) sin2 α; д) tg2α; е) 2sin2α. 
5. Докажите тождества: 
а) (1 - cos 2α)(1 + cos 2α) = sin2 2α;  
6) cos4 α - sin4 α = cos2 α - sin2 α; 
в) (sin2 α - cos2 α)2 + 2cos2α sin2α = sin4 α + cos4 α;  
г) 2cos2α sin2α + cos4α + sin4α = 1;  
д) sin6 α + cos6 α = 1 - 3sin2α cos2α; 

есть) . 

6. Найдите cos α, если cos4 α - sin4 α = .  

Ответ: cosα = ± .  
2. Соотношение между тангенсом и котангенсом. Согласно определению тангенса и 

котангенса, , . 

Перемножив эти равенства, получим  

Следовательно, tgα · ctgα = 1 для всех значений α, кроме α = , k, k Ζ. из полученного 

равенства можно выразить tg α через ctg α и наоборот: ; . 
Выполнение упражнений 
1. Могут быть справедливыми одновременно равенства:  

a) tg α = и ctgα = ;  



б) tgα = и ctgα = ;  

в) tg α = - и ctg α = 2 
при одном и том же значении α?  
Ответ: а) да; б) нет; в) нет. 
2. Найдите 

а) tg α, если ctg α = ;  
б) ctg α, если tg α = -1;  
в) tg α, если ctg α = 0. 

Ответ: а) ; б) -1; в) не существует. 
3. Дано: х = 2tg α = ctg α. Найдите ху.  

Ответ: ху = .  
4. Дано tg α + ctg α = 2. Найдите tg 2 α + ctg2 α.  
Ответ: 2. 
5. Упростите: 
а) tg α · сtg α - 1;  
б) sin2 α - tg α · сtg α;  
в) tg 1° · tg 3° · tg 5° · ... · tg 89°. 
Ответ: а) 0; б) - соs α; в) 1. 
6. Докажите тождества: 
а) (tg α + ctg α)2 - (tg α - tg α)2 = 4;  

б) ;  

в) ;  

г) ;  
есть) 4 + (сtg α - tg α)2 = (сtg α + tg α)2. 
3. Соотношение между тангенсом и косинусом, котангенсом и синусом. 
Разделим левую и правую часть равенства sиn2 α + соs2 α = 1 на соs2α, полагая, что соs2α ≠ 

0, получим:  

; , 

отсюда: , где . 
Разделим левую и правую часть равенства sиn2 α + соs2 α = 1 на sиn2 α, полагая, что sиn α ≠ 

0, получим  



; , 

отсюда: , где . 
Выполнение упражнений 
1. Могут быть справедливыми одновременно равенства. 

а) tg α = и соs α = ;  

б) сtg α = 1 и sиn α = ;  

в) tg α = и sиn α = при одном и том же значении α?  
Ответ: а) нет; б) да; в) нет. 

2. Известно, что tg α = 2 и . Найдите sиn α, соs α и сtg α. 

Ответ: sиn α = ; соs α = ; сtg α = .  

3. Известно, что sиn α = и 0 α . Найдите cos α, tg α, сtg α.  

Ответ: соs α = ; tg α = ; сtg α = . 
4. Известно, что сtg α = 3 и α - угол IV четверти. Найдите sиn α, соs α, tg α. 

Ответ: sиn α = ; соs α = ; tg α = .  

5. Известно, что соs α = и α - угол i четверти. Найдите sиn α, tg α, сtg α. 

Ответ: sиn α = ; tg α = ; сtg α = . 
6. Упростите выражение: 

а) ;  

б) ;  

в) ;  

г) ;  



д) ;  

есть) . 

Ответ: а) 1; б) 0; в) 0; г) 0; д) ; е) tg α.  
7. Докажите тождества: 

а) ;  

б) (1 - tg α)2 + (1 + ctg α)2 = ; 

в) ;  

г) . 
III. Подведение итогов урока 
IV. Домашнее задание 
Раздел И § 8. Вопросы и задания для повторения раздела И № 56-58. Упражнения№ 40 (1; 2; 

4; 10), № 44 (1; 2). 
 

  



УРОК 13 
Тема. Формулы тригонометрических функций суммы и разности двух 

чисел. Тригонометрические функции двойного и половинного аргумента 
Цель урока: изучение формул тригонометрических функций суммы и разности двух чисел, 

формул тригонометрических функций двойного и половинного аргумента. Формирование умений 
применять изученные формулы для упрощения выражений и вычислений. 

И. Проверка домашнего задания 
Решение упражнений, аналогичных домашних: упражнение№ 40 (11), 44 (3). 
II. Восприятие и осознание формул суммы и разности двух чисел 
1. Рассмотрим, как связаны косинус разности двух чисел с синусом и косинусом этих самых 

чисел. 

На единичном круге обозначим точки Гα и Рβ (α > β) проведем векторы и , 

тогда (соs α; sиn α), (соs β; sиn β) (рис. 101). 

 

Найдем скалярное произведение векторов и , двумя способами: 

1) · = соs α · соs β + sиn α · sиn β; 

2) · = ·  · соs (α - β) = 1·1соs (α - β) = соs (α - β).  
Отсюда имеем, что 
соs (α - β) = cos α · соs β + sиn α · sиn β. (1) 
Пользуясь полученной формулой, можно получить другие формулы: 
соs (α + β) = cos α · соs β - sиn α · sиn β; (2)  
sиn (α + β) = sиn α · соs β + cos α · sиn β; (3)  
sиn (α - β) = sиn α · соs β - cos α · sиn β; (4) 

(5)  

(6) 
Изменив в формуле (1) β на -β и учитывая, что соs(-β) = соs β, sиn(-β) = -sиnβ, получим 
соs(α + β) = соs(α - (-β)) = соsα · соs(-β) + sиnα · sиn(-β) = соsα · соsβ - sиnα · sиnβ; 



= sinα · cosβ + cosα · sinβ. 
Таким образом, 
sиn(α + β) = sиn α · соs β + cos α · sиn β 
Изменив в последней формуле β на - β получим: 
sin(α - β) = sиn α · соs(-β) + cos α · sиn(-β)  
Отсюда sиn(α - β) = sиn α · соs β - cos α · sиn β 
Выведем формулу тангенса суммы чисел: 

. 

Итак  

Изменив β на - β, получим  
Выполнение упражнений 
1. Найдите значения выражений: 
а) соs 42° соs 18° - sиn 42°sиn 18°;  

б) ; 
в) sиn 56° соs 34° + соs 56° sиn 34°;  

г) ; 

д) ;  

есть) . 
2. Упростите выражения: 
а) sиn(α + β) - sиn α · соs β;  

б) ; 

в) . 



Ответ: а) соs α · sиn β; б) sиn 2α; в) 

.3. Вычислите: а) соs 75°; б) tg 15°; в) сtg 75°; г) sиn . 

Ответ: а) ; б) tg15° = tg (45° - 30°) = 2 - ; в) 2 - г) . 
III. Восприятие и осознание тригонометрических функций двойного аргумента 
Демонстрируется таблица “Тригонометрические функции двойного аргумента” (табл. 6). 
Таблица 6  

Комментарии учителя 
Выведем формулы, выражающие тригонометрические функции аргумента 2α через функции 

аргумента α. 
Воспользуемся формулой sиn(α + β) = sиn α · соs β + cos α · sиn β.  
Полагая β = α, имеем: sиn 2α = 2sиn α · соs α. 
Аналогично из формулы соs(α + β) = cos α · соs β - sиn α · sиn β при α = β получаем: соs 2α = 

соs2 α - sin2 α. 

Из формулы при β = α, имеем: . 
Выполнение упражнений 
1. Вычислите: 
а) 2sin15° соs15°;  
б) соs215° - sиn215°;  

в) ;  
г) (соs 75° - sиn 75°). 

Ответ: а) ; б) ; в) ; г) . 

2. Вычислите sиn 2α, если а) sin α = ; α π; б) соs α = ; π α .  

Ответ: а) ; б) . 
3. Упростите: 
а) sиn α cos α;  

Тригонометрические функции двойного аргумента 

sиn 2α = 2sиn α cos α 

соз 2α = соs2 α - sиn2 α 

 



б) соs α · соs ;  
в) 2соs23α - 1;  
г) 1 - 2sin2 5α;  
д) соs 4α + sиn2 2α;  
есть) sиn 2α + (sin α - cos α)2. 

Ответ: а) sin2α; б) sиn2α; в) соs 6α; г) соs 10α; д) соs2α; е) 1.  
4. Докажите тождества: 
а) 2соs2 α - соs 2α = 1;  

б) ;  

в) ;  

г) . 
IV. Восприятие и осознание тригонометрических функций половинного аргумента 
По известным значениям тригонометрических функций аргумента а можно найти значения 

тригонометрических функций аргумента , если известно, в какой четверти лежит угол α.  

Из формулы соs 2x = соs2х - sиn2x при х = , получаем: соs α = соs2 - sиn2 . (1)  

Запишем основную тригонометричну тождество в виде: 1 = соs2  + sin2 . (2) 
Складывая почленно равенства (2) и (1) и вычитая почленно из равенства (2) равенство (1), 

получаем: 

1+ cos α = 2соs2 ; (3) 

1 - cos α = 2sиn2 . (4) 
Формулы (3) и (4) можно записать так: 

(5) 

(6) 
Формулы (5) и (6) называют формулами синуса и косинуса половинного аргумента. Эти 

формулы называют также формулами понижения степени. 
Выполнение упражнений 
1. Найдите числовые значения выражения: 

а) 2соs2 - 1;  



б) 1 - 2sin2 ;  

в) + 2sиn215°;  

г) - + 2соs215°.  

Ответ: а) ; б) ; в) 1; г) 1. 

2. Пусть соs α = 0,6 и 0 α . Вычислите: а) sin ; б) соs ; в) tg . 

Ответ: а) ; б) ; в) . 
3. Вычислите: а) sиn 15°; б) соs 15°; в) tg 22°30'. 

Ответ: а) ; б) ; в) .  
4. Упростите: 

а) ; б) . 
Ответ: а) 2соs α; б) tg α. 
5. Докажите тождества: 

а) ; б) ; в) 

. 
V. Подведение итогов урока 
VI. Домашнее задание 
Раздел И§ 10 (1; 3; 4). Вопросы и задания для повторения раздела И № 63-65, 67, 68. 

Упражнение: № 51 (1, 2, 3, 6, 7). Рассмотреть примеры 1 (1-4), 2 (1-5), 3 (1-4), стр. 77-82. 
  



УРОК 14 
Тема. Формулы приведения 
Цель урока: изучение формул возведения, формирование умений учащихся применять 

изученные формулы для упрощения выражений и вычислений. 
И. Проверка домашнего задания 
1. Ответы на вопросы учащихся, возникшие в процессе выполнения домашнего задания. 
2. Самостоятельная работа. 
Вариант 1 

1. Упростите . (3 балла)  
2. Найдите tg 2α, если tg α = - 0,4. (3 балла) 

3. Упростите . (3 балла) 

4. Вычислите . (Баллы) 
Вариант 2 

1. Упростите . (3 балла)  
2. Найдите tg 2β, если tg β = 6. (3 балла) 

3. Упростите . (3 балла) 

4. Вычислите . (3 балла)  

Ответ: В-1. 1. -tgα tgβ . 2. . 3. 0. 4. . 

В-2. 1. -сtgα tgβ. 2. . 3. 0. 4. . 
II. Восприятие и осознание формул возведения 

Тригонометрические функции числа вида ± α, π ± α; ± α, 2π ± α могут быть выражены 
через функции угла α с помощью формул, которые называются формулами возведения.  

Пользуясь формулами тригонометрических функций суммы (разности) двух чисел, можно 
доказать формулы приведения: 

для синуса 
 

, , , 

, , . 
для косинуса 
 



, , , 

, , . 
для тангенса и котангенса 

, ,  

, . 
Формулы возведения запоминать необязательно. Для того чтобы записать любую из них, 

можно пользоваться таким правилом: 
1) В правой части формулы ставится тот знак, который имеет левая часть при условии 0 α 

. 

2) Если в левой части формулы угол равен ± α, ± α, то синус заменяется на косинус, 
тангенс на котангенс и наоборот. Если угол равен π ± α, то замена не выполняется.  

Рассмотрим примеры. 
Пример 1. Выразим tg(π - α) через тригонометричну функцию угла α. Если считать, что α - 

угол i четверти, то π - α будет углом II четверти. Во II четверти тангенс отрицательный, 
следовательно, в правой части равенства следует поставить знак «минус». Для угла π - α название 
функции «тангенс» сохраняется. Поэтому tg (π - α) = - tg α. 

С помощью формул возведения нахождения значений тригонометрических функций любого 

числа можно свести к нахождению значений тригонометрических функций чисел от 0 до . 

Пример 2. Найдем значение sиn . 

Имеем: . 
Выполнение упражнений 
1. Приведите к тригонометрических функций числа а: 

а) ; б) ; в) tg (π - α); г) tg (π + α); д) sиn (π + α); есть)
.  

Ответ: а) соs α; б) - sиn α; в) - ctgα; г) tg α; д) - sиn α; е) сtg α. 
2. Найдите: 

а) sиn ; б) соs ; в) tg ; г) sиn .  

Ответ: а) ; б) - ; в) - ; г) . 
3. Упростите: 



а) ; б) 

. 
Ответ: а) 1. б) -1. 
4. Докажите, что  

а) , б) 

. 
III. Подведение итогов урока 
IV. Домашнее задание 
Раздел И § 10 (2). Вопросы и задания для повторения раздела И № 66. Упражнения № 52 (12), 

№ 26. 
  



УРОК 15 
Тема. Формулы суммы (разности) одноименных тригонометрических 

функций. Преобразования произведения тригонометрических функций в 
сумму 

Цель урока: изучение формул суммы и разности одноименных тригонометрических функций 
и формул преобразования произведения тригонометрических функций в сумму. Формирование 
умений учащихся применять изученные формулы для упрощения выражений и вычислений. 

Оборудование. Таблица «Формулы преобразования суммы в произведение (произведения в 
сумму)». 

И. Проверка домашнего задания 

1. Два ученика на доске решают № 26 (1) и 26 (2). Один ученик в это время комментирует 
решение № 52 (12). 

2. Решения аналогичных упражнений. Упростите выражения: 

а) ; 

б) ; 

в) ; 

г) . 

Ответ: а) соs2 α; б) ; в) 1; г) tg α. 
II. Сообщение темы и задач урока 
III. Восприятие и осознание нового материала 
Демонстрируется таблица 7. 
Таблица 7 

 

Формулы преобразования суммы в произведение 



; ; 

; . 

  

Объяснение учителя 

1. Выведем формулу преобразования суммы синусов в произведение.  

Обозначим , , тогда α + β = x, α - β = y, и поэтому  

1) sin x + sin y = sin(α + β) + sin(α - β) = sin α · соs β + cos α · sиnβ + sin α · cos β - cos α · sиn β = 2sиn 

α · соs β = 2sиn соs .  

Следовательно, сумма синусов равна удвоенному произведению синуса половину суммы на 
косинус піврізниці.  

Для суммы косинусов имеем: 

2) соs х + соs в = соs(α + β) + соs(α - β) = соs α соs β - sиn α sin β + cos α соs β + sиn α sиn β = 2 соs α 

соs β = 2 соs соs .  

Следовательно, сумма косинусов равна удвоенному произведению косинуса половину суммы на 
косинус піврізниці.  

Для разности косинусов имеем: 

3) соs х - соs в = соs(α + β) - соs(α - β) = соs α соs β - sиn α sin β - cos α соs β - sиn α sиn β = - 2 sin α 

sin β = 2 sin sin . 

Следовательно, разность косинусов равна числу, противоположному удвоенному произведению 
синуса половину суммы на синус піврізниці. 

4) sin x - sin y = sin х + sin(-y) = 2 sin соs .  

Следовательно, разность синусов равна удвоенному произведению синуса піврізниці на косинус 
половину суммы. 

2. Для получения формул преобразования произведения в сумму выпишем подряд четыре 
формулы: 



sin(x + у) = sin x cos в + cos x sin у; (1) 

sin(x - у) = sin x cos в - cos x sin у; (2) 

cos(x + у) = cos x cos в - sin x sin у; (3) 

cos(x - у) = cos x cos в + sin x sin у. (4) 

Вычитая почленно из равенства (4) равенство (3), получим: 

cos(x - у) - cos(x + у) = 2 sin x sin или sin x sin у = (cos(х - у) - cos(x + y)) 

Произведение синусов двух чисел равна піврізниці косинуса разности и косинуса суммы этих 
чисел. 

Добавив почленно равенства (4) и (3), имеем: 

соs(x - у) + соs(х + у) = 2 соs x соs или cos x cos y = (cos(x - у) + cos(х + у)) 

Произведение косинусов двух чисел равна полусумме косинуса разности и косинуса суммы этих 
чисел. 

Добавив почленно равенства (1) и (2), получим  

sin(x - у) + sin(х + у) = 2 sin x cos или sin x cos у = (sin(x - у) + sin(x + у)) 

Произведение синуса одного числа на косинус второго числа равна полусумме синуса разности и 
синуса суммы этих чисел. 

Выполнение упражнений 

1. Упростите выражения: 

а) - ;  

б) - ; 

в) sиn α · ;  

г) + . 



Ответ: а) sin β; б) sin 2α; в) ; г) cos α. 

2. Вычислите: 
а) соs 22° - соs 38°;  
б) sin 5° + sin 55°.  
Ответ: а) sиn 8°; б) соs 25°. 
3. Преобразуйте в произведение: 
а) соs 2α + соs 14α + соs 6α + соs 10α; 
б) sin 4β + sin 10β + sin 22β + sin 16β . 
Ответ: а) 4соs 2α соs 4α соs 8α; б) 4 соs 3β соs 6β sиn 13β. 
4. Докажите тождество: 

а) ; б) 

. 
IV. Подведение итогов урока 
V. Домашнее задание 
Раздел И § 10 (5, 6). Вопросы и задания для повторения раздела И № 69-70. Упражнения№ 

52 (8; 15), № 53 (8; 15; 16) 
  



УРОК 19 
Тема. Обратные тригонометрические функции: у = arctg x, y = arcctg x 
Цель урока: изучение свойств обратных тригонометрических функций: у = arctg х и у = 

arcctg x. 
И. Проверка домашнего задания 
1. Фронтальная беседа с классом по вопросам 6, 7, 9-12, к «Вопросы и задания для 

повторения» раздела II. 
2. Самостоятельная работа. 
Вариант 1 
Вычислите: 

а) arcsin 1 - 2arccos . (2 балла)  

б) 2 arccos 0,5 - 3 arcsin . (2 балла) 

в) sin (2 балла)  

г) sin . (3 балла) 
д) cos (π - arcsin (-1)). (Баллы) 
Вариант 2 

а) 2 arccos + arcsin . (2 балла)  

б) arcsin(-l) - arccos . (2 балла) 

в) cos . (2 балла)  

г) cos . (3 балла) 

д) sin . (3 балла).  

Ответы: В-1: а) -π; б) ; в) -0,5; г) ; д) 0. В-2. а) ; б) -1,25; в) ; г) ; д) 1. 
II. Сообщение темы урока 
III. Восприятие и осознание понятия arctg a и свойств функции у = arctg х 



Функция у = tg x на промежутке возрастает и принимает все значения из R, 

поэтому для любого а уравнение tg х = а имеет единственный корень из промежутка , 
который называется арктангенсом числа а и обозначается arctg а. 

Арктангенсом числа а называется такое число из промежутка , тангенс которого 
равен а. 

Пример 1. arctg = , потому tg =  и . 

Пример 2. arctg(-1) = - , потому что tg = -1 и - . 
Выполнение упражнений 
1. Вычислите: 

а) arctg ; б) arctg 0; в) arctg 1; г) arctg ; д) arctg (- ). 

Ответ: а) ; б) 0; в) ; г) - ; д) - .  
2. Какие из представленных выражений имеют смысл: 

а) arctg π; б) arctg ; в) arctg π2?  
Ответ: а); б); в). 

График функции у = arctg х: получим из графика функции у = tg х, х
преобразованием симметрии относительно прямой у = х (рис. 120). 

 

Рассмотрим свойства функции у = arctg х: 
1. D(y)=R. 



2. Е(в) = . 
3. График симметричен относительно начала координат, то функция нечетная: arctg (-х) = - 

arctg х. 
4. Функция возрастающая. Если х1 х2 то arctg х1 arctg х2 
5. у = 0, если х = 0. 
6. у > 0, если х > 0; у 0, если х 0. 
Выполнение упражнений 
1. Сравните числа: 

a) arctg (-3) и arctg 2; б) arctg (-5) и arctg 0; в) arctg и arctg .  

Ответ: 4) arctg (-3) arctg 2; б) arctg (-5) arctg 0; в) arcrg > arctg . 
2. Расположите в порядке возрастания числа: 
а) arctg 50; arctg (-5); arctg 0,5; б) arctg 1,2; arctg π; arctg (-3).  
Ответ: а) arctg (-5); arctg 0,5; arctg 50; б) arctg (-3); arctg 1,2; arctg π. 
3. Решите уравнение: 

a) arctg(5х - 1) = ; б) arctg(3 - 5х) = - . 

Ответ: а) х = ; б) х = .  
V. Восприятие и осознание понятия arcctg a и свойств функции у = arcctg х 
Функция у = ctg х на интервале (0; π) убывает и принимает все значения из R, поэтому для 

любого числа а в интервале (0; π) существует единственный корень уравнения ctg х = а. Это число 
называют арккотангенсом числа а и обозначают arcctg a. 

Арккотангенсом числа а называется такое число из интервала (0; π), котангенс которого 
равен а. 

Пример 1. arcctg = , так как ctg = и (0; π).  

Пример 2. arcctg = , так как ctg = -  и (0; π).  
Выполнение упражнений 

1. Вычислите: a) arcctg 1; б) arcctg ; в) arcctg 0; г) arcctg (-1); д) arcctg . 

Ответ: а) ; б) ; в) ; г) ; д) . 
График функции у = arcctg x можно получить из графика функции у = ctg x в результате 

преобразования симметрии относительно прямой у = х (рис. 121). 



 

Укажем свойства функции у = arcctg х: 
1. D(y)=R. 
2. E(y) = (0; π). 
3. График не симметричен ни относительно начала координат, ни относительно оси OY. 

arcctg (-x) = π - arcctg х. 
4. Функция убывающая. Если х1 х2 то arcctg х1 > arcctg х2. 

5. х = 0, если у = . 
6. у > 0 для всех х R. 
Значения обратных тригонометрических функций можно вычислять с помощью таблиц или 

микрокалькулятора. 
VI. Подведение итогов урока 
VII. Домашнее задание 
Раздел II § 1 (4, 5). Вопросы и задания для повторения раздела II № 6-11, 12 (3, 4, 9, 10). 

  



УРОК 20 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения 

cos t = a 
Цель урока: усвоение учащимися вывода и применения формул для нахождения корней 

уравнения cos t = a. 
Оборудование: Таблица «Уравнения cos t = a». 
И. Проверка домашнего задания 
Математический диктант 
Вычислите: 

1) arcsin ; 2) arcos ; 3) arctg ; 4) arcsin ; 5) arccos ; 6) arctg (-1);  

7) arcctg (-1); 8) cos (arсcos 1); 9) sin ; 10) arcsin ; 11) arccos 

; 12) arccos . 
Ответы:  

1) ; 2) ; 3) ; 4) - ; 5) ; 6) - ; 7) ; 8) 1; 9) ; 10) ; 11) ; 12) . 
II. Мотивация обучения и сообщение темы урока 
Всем известно, что квадратные уравнения можно решать с помощью формулы их корней, 

что значительно упрощает работу. 
В математике рассматривают уравнения, в которых неизвестное (сменная) входит только под 

знак тригонометрических функций, например: cos t = 1, cos t + sin t = 0. Эти уравнения называются 
тригонометрическими уравнениями. Как правило, решения любого тригонометрического 
уравнения сводится к решению простейших уравнений: sin t = a, cos t = a, tg t = a, ctg t = a.  

Итак, наша задача - вывести формулы для решения простейших тригонометрических 
уравнений и научиться решать тригонометрические уравнения, приводимые к простейшим. 

На сегодняшнем уроке рассмотрим решение уравнения cos t = a. 
III. Восприятия и осознания материала о решения уравнения cos t = а 
Демонстрируется таблица 8. 
Объяснение учителя 
1. Если |а| > 1, то уравнение cos t = а не имеет решений, во-сколько |cos t| 1 для любого t.  
2. Если |а| 1, то учитывая, что cos t - абсцисса точки Рt единичного круга, имеем: абсцису, 

равную а, имеют две точки (рис. 122) единичного круга(на оси ОХ отложим число а и через 
построенную точку проведем прямую, перпендикулярную оси абсцисс, которая пересечет 

окружность в двух точках и . Тогда  
t1 = arccos a + 2πn, n Z, 
t2 = - arccos a + 2πn, n Z.  
Эти решения можно объединить 
t = ± arccos a + 2πn, n Z (1) 



 
3. Если а = 1, то, учитывая, что cos t - это абсцисса точки Рt единичного круга, имеем: абсцису, 

равное 1, имеет точка Рt образована из точки Р0(1; 0) поворотом на углы 2πn, n Z. Следовательно, 
t = 0 + 2πn = 2πn, n Z.  

4. Если а = -1, то имеем t = n + 2πn, n Z. Корни уравнений: cos t = 1, cos t = -1, cos t = 0 
можно получить из формулы t = ± arccos a + 2πn, n Z. Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Решите уравнение cos x = .  
Решение 
Согласно формуле (1) имеем: 

х = ± arccos + 2πn, n Z. 

Поскольку arccos = , то имеем: х = ± + 2πn, nєZ.  

Ответ: ± + 2πn, n Z.  

Пример 2. Решите уравнение cos x = . 
Решение 

Поскольку > 1, то уравнение корней не имеет.  
Ответ: корней нет. 
Пример 3. Решите уравнение cos x = 0,37. 
Решение 
Согласно формуле (1) имеем: 
х = arccos 0,37 + 2πn, n Z. 
Значение arccos 0,37 найдем с помощью микрокалькулятора: arccos 0,37 1,19, тогда х 

± 1,19 + 2πn, n Z.  
Ответ: arccos 0,37 + 2πn ± 1,19 + 2πn, n Z. 

Пример 4. Решите уравнение cos x = - . 
Решение 

Согласно формуле (1) имеем: х = ±arccos + 2πn, n Z. 



Поскольку arccos = n - arccos = n - = , то x = ± + 2πn, n Z. 

Ответ: ± + 2πn, n Z. 
IV. Осмысление изученного материала  
Выполнение упражнений 
Решите уравнение. 

1. a) -2cos х = 1; б) cos 2х - 1 = 0; в) 2cos = ; г) - 2cos  = 0. 

Ответ: а)± +2πn, n Z; б) πn, n Z; в) ± +πn, n Z; г) ± + , n Z. 
2. a) cos x cos 3x = sin 3x sиn x;  
б) cos 2x cos x + sin 2x sin х = 1; 
в) cos2 x - sin2 х = 0,5;  
г) 2sin2x = 1. 

Ответ: а) + , n Z; б) 2πn, n Z; в) ± +πn, n Z; г) + , n Z. 
3. а) 6соз2х + cos x - 1 = 0;  
б) cos x + 3cos х = 0;  
в) 4cos2x - 3 = 0;  
г) cos2x = 1 + sin2x. 

Ответ: а) ± + 2πn; ± arccos + 2πn, n Z; б) + πn, n Z; в) ± + 2πn и ± + 2πn, 

n Z; г) , n Z.  
4. а) (1 + cos x)(3 - 2cos x) = 0; 
Ответ: а) n + 2πn, n Z. 
V. Итог урока 
VI. Домашнее задание 
Раздел II § 2 (2). Вопросы и задания для повторения раздела II № 13-15. Упражнения№ 1 (9; 

10; 13), № 2 (2; 4; 7). 
  



УРОК 21 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения 

sin t = а 
Цель урока: усвоение учащимися вывода и применения формул для корней уравнения sin t = 

а. 
Оборудование: Таблица «Уравнения sin t = а». 
И. Проверка домашнего задания 
1. Ответы на вопросы, возникшие при выполнении домашних заданий. 
2. Самостоятельная работа. 
Вариант 1 
Решите уравнение: 

а) 2cos = . (3 балла)  
б) 2cos2x + cos x - 1 = 0. (3 балла) 
в) 4cos x = 4 - sin x. (3 балла)  

г) sin 3x sin x - cos 3x cos x = . (3 балла)  
Вариант 2 
Решите уравнение : 

а) 2 cos = . (3 балла)  
б) 2cos2x - cosx - 1 = 0. (3 балла) 
в) 8 sin2х + cosx + 1 = 0. (3 балла)  

г) sin2 - cos2 = 1. (3 балла)  
Ответ: 

B-1. a) ± +4πn, n Z; б) ± +2πn и π+2πn, n Z; в)2πn, n Z; г) ± +πn,n Z.  

В-2. a) ± + , n Z; б) 2πn и ± +2πn, n Z; в) n+2πn, n Z; г) 4πn, n Z. 
II. Сообщение темы урока 
III. Восприятия и осознания материала о решения уравнения sin t = a 
Демонстрируется таблица 9.  
Объяснение учителя 
1) Если |а| > 1, то уравнение не имеет решений, поскольку |sin x| 1 для любого t.  
2) Если |а| 1, то, учитывая, что sin t - ордината точки Рt единичного круга, имеем: ординату, 

равную а, имеют две точки единичного круга (на оси OY откладываем число а и через эту точку 
проведем прямую, перпендикулярную оси ординат (рис. 123), которая пересечет окружность в двух 

токах - и ): 
t1 = arcsin a + 2πn, n Z, 
t2 = n - arcsin а + 2πn, n Z. 
Эти две формулы можно записать в виде одной формулы: 
t = (-1)k arcsin a + nk, k Z (1) 



 
Нетрудно убедиться, что при парном k = 2π имеем: 
t1 = (-1)2n arcsin а + 2πn или t1 = arcsin a + 2πn, n Z; 
при нечетном k = 2n + 1 имеем: 
t2 = (-1)2n+1 arcsin а + (2n + 1)n; 
t2 = - arcsin а + 2πn + n; 
t2 = n - arcsin a + 2πn, n Z. 
3) Если а = 1, то, учитывая то, что sint - это ордината точки Pt (единичного круга, имеем: 

ординату, равную 1, точка Рt образована из точки Р0(1;0) поворотом на угол + 2πn, n Z.  

Следовательно, t = + 2πn, n Z. Если а = -1, то t = -  + 2πn, n Z.  
4) Если а = 0, имеем t = 0 + πn; t = πn, n Z. 
Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Решите уравнение sinx = . 
Решение 

Согласно формуле (1) имеем: х = (-1)n arcsin + πn, n Z. 

Поскольку arcsin = , то х = (-1)n + πn, n Z.  

Ответ: (-1)n + πn, n Z.  

Пример 2. Решите уравнение sin х = - .  
Решение 

Согласно формуле (1) имеем: х = (-1)n arcsin + πn, n Z. 

Поскольку arcsin = - , то х =(-1)n · + πn, n Z; х = (-1)n+1 + πn, n Z.  
Ответ: (-1)n+1 + πn, n Z. 

Пример 3. Решите уравнение sin x = - 1. 



Решение 

Согласно формуле (1) имеем: х = (-1)n arcsin( - 1) + πn, n Z. 

Значение arcsin( -1) найдем с помощью микрокалькулятора: 

arcsin( - 1) 0,427, тогда х (-1)n · 0,427 + πn, n Z.  

Ответ: (-1)n · arcsin( -1) + πn (-1)n · 0,427 + πn, n Z. 
  
IV. Осмысление изученного материала  
Комментируемое выполнения упражнений 
Решите уравнение. 

1. a) 2sin x - 1 = 0; б) 2sin = - 1; в) 2sin = - ; г) 2sin = .  

Ответ: а) (-1)n  + πn, n Z; б) (-1)n+1 + 2πn, n Z; в) +(-1) n+1 + , n Z; г) 

+(-1)n+1  + 4πn, n Z. 

2. a) sin 3x cos x - cos 3x sin х = ;  

б) sin 2x cos 2x = - ;  

в) sin cos  - cos sin = ;  
г) cos 2x sin 3x + sin 2x cos 3x = 1. 

Ответ: а) (-1)n  + , n Z; б) (-1)n+1 + , n Z; в) (-1)n +3 πn, n Z; 

г) + , n Z. 
3. а) (2sin x - 1)(3sin x + 1) = 0; б) (4sin 3х - 1)(2sin х + 3) = 0. 

Ответ: а) (-1)n + πn и (-1)n+1arcsin + πn, n Z; б) (-1)n + , n Z. 
V. Подведение итогов урока 
VI. Домашнее задание 
Раздел II § 2 (1). Вопросы и задания для повторения раздела II № 13-15. Упражнения№ 1 (6; 

7; 8; 14; 17; 18), № 2 (3). 
 

  



УРОК 22 
Тема. Решение простейших тригонометрических уравнений. Уравнения 

tg t = a. 
Цель урока: зсвоєння учащимися вывода и применения формул для нахождения корней 

уравнения tg t = a (ctg t = а). 
Оборудование: Таблица «Уравнения tg t = а и ctg t = a». 
И. Проверка домашнего задания 
1. Проверить наличие домашних заданий в тетрадях учащихся. Сверить решение № 1 (8; 18) 

по записям на доске. 
Математический диктант 
Запишите решения уравнений: 

1) sin x = 0; 2) sin x = 1; 3) sin x = -1; 4) sin2x = 0; 5)sin x = ; 6) sin x = - ; 7) cos x = 0; 8) 

cos x = 1; 9) cos x = -1; 10) cos = 1; 11) cos x = ; 12) cos x =- .  

Ответ: 1) πn, n Z; 2) +2πn, n Z; 3) - +2πn, n Z; 4) , n Z; 5) (-1)n+1  + πn, 

n Z; 6) (-1)n+1  + πn, n Z;  

7) + πn, n Z; 8) 2πn, n Z; 9) n + 2πn, n Z; 10) 4πn, n Z; 11) ±  + 2πn, n Z; 12) ±

 + 2πn, n Z. 
II. Сообщение темы урока 
III. Восприятия и осознания материала о решения уравнения tg t = a (ctg t = a)  
Объяснение учителя 
Решения уравнения tg t = а удобно проиллюстрировать с помощью линии тангенсов (рис. 

124). tg t - это ордината точки пересечения прямой ОРt с линией тангенсов. Отложим на оси 
тангенсов число а, через эту точку и начало координат проведем прямую, которая пересечет 

единичный круг в двух точках и , тогда  
t = arctg a + πn, n Z (1) 
Следовательно, уравнение tg t = а при любом значении а имеет решение. 

Уравнения ctg t = а, где а ≠ 0 равносильно уравнению tg t = .  
Однако можно доказать, что решение уравнения ctg t = а можно записать в виде: 
t = arcctg a + πп, n Z (2) 



 
Рассмотрим примеры.  

Пример 1. Решите уравнение tg x = . 
Решение 

По формуле (1) находим х = arctg + πn, n Z. 

Поскольку arctg = , то имеем: х = + πn, n Z. 

Ответ: + πn, n Z. 
Пример 2. Решите уравнение tg х = 2. 
Решение 
По формуле (1) имеем: х = arctg 2 + πn, n Z. Значение arctg 2 можно найти с помощью 

микрокалькулятора arctg2 1,1, тогда х 1,1 + πn, n Z. 
Ответ: arctg 2 + πn 1,1 + πn, n Z. 

Пример 3. Решите уравнение ctg x - = 0.  
Решение 

ctg х - = 0; ctg х = ; tg х = , x = arctg + πn = + πn, n Z. 

Ответ: + πn, n Z. 
IV. Осмысление изученного материала 
Выполнение упражнений 
Решите уравнение.  

1. a) tg x + = 0; б) ctg x + 1 = 0; в) tg x - 1 = 0; г) ctg x - 1= 0. 

Ответ: а) - + πn, n Z; б) + πn, n Z; в) + πn, n Z; г) + πn, n Z. 

2. а) ; б) . 
Ответ: а) 3 πn, n Z ; б) n + 2 πn, n Z. 
3. a) 3tg2 x + 2 tg x - 1 = 0;  
б) 2ctg2 x + 3ctg x - 2 = 0;  
в) tg x - 2ctg x + 1 = 0;  

г) tg2 x - 3tg x = 0. 



Ответ: а) - + πn и arctg + πn, n Z;  

б) arctg 2 + πn и-arctg + πn, n Z; 

в) + πn и-arctg 2 + πn, n Z;  

г) πn и + πn, n Z.  
V. Подведение итогов урока 
VI. Домашнее задание 
Раздел II § 2 (3). Вопросы и задания для повторения раздела II № 13-15. Упражнение№ 1 (4; 

11; 12; 15; 16). 
  



УРОК 23 
Тема. Решения тригонометрических уравнений способом сведения к 

одной тригонометрической функции 
Цель урока: формирование умений учащихся решать тригонометрические уравнения 

способом сведения к одной тригонометрической функции (алгебраический способ). 
И. Проверка домашнего задания 
1. Ответы на вопросы, возникшие у учащихся при выполнении домашних заданий. 
2. Самостоятельная работа. 
Вариант 1 
Решите уравнение: 

a) cosx = . (3 балла)  
б) tg (х + 2) = 0. (3 балла)  
в) 1 + ctg4x = 0. (3 балла)  

г) . (3 балла) 
Вариант 2 
Решите уравнение: 

a) sinx = . (3 балла)  
б) ctg (х - 3) = 0 . (3 балла) 

в) - tg2x = 0. (3 балла)  

г) . (3 балла) 

Ответы: В-1. а) решений нет; б) - 2 + πn, n Z; в) , n Z; г) 

, n Z.  

В-2. а) решений нет; б) 3 + + πn, n Z; в) + , n Z; г) ± - + πn, n Z.  
II. Восприятие и осознание нового материала 
Некоторые тригонометрические уравнения путем тождественных преобразований можно 

привести к уравнениям с одной тригонометричною функцией, затем сделать замену и привести к 
алгебраического уравнения. 

Рассмотрим примеры.  
Пример 1. Решите уравнение sin2х + 4cos x = 2,75. 
Решение 
Заменив sin2x 1 - cos2x, получим: 
1 - cos2x + 4cos х - 2,75 = 0, 
- cos2x + 4 cos х - 1,75 = 0, 
cos2 x - 4cos x + 1,75 = 0. 
Пусть cos x = t, тогда t2 - 4t + 1,75 = 0. 

Отсюда t1 = . t2 = >1. 



Поскольку t2 > 1, то cos x = - решений нет.  

Поскольку t1 = , то cos х = , х = ± + 2 πn, n Z.  

Ответ: ± + 2 πn, n Z.  
Пример 2. Решить уравнение tg x + 3ctg х = 4. 
Решение 

tg x + 3ctg х = - 4, tg х + = 4. 

Пусть tg x = t, тогда t + = 4, t2 - 4t + 3 = 0, t1 = 1 и t2 = 3.  

Имеем: 1) tg x = 1, х = + πn, n Z. 
2) tg х = 3, х = arctg 3 + πn, n Z. 

Ответ: + πn, arctg3 + πn, n Z. 
III. Формирование умений и навыков учащихся решать тригонометрические уравнения, 

сводящиеся к алгебраическим 
Выполнение упражнений 
Решите уравнение.  
1. а) 2sin2x + cos x - 1 = 0;  
б) tg x - 2ctg x + 1 = 0; 
в) 6sin2x + 5cos х - 2 = 0;  
г) tg x + 2ctg х = 3. 

Ответ: а) 2πn, ± + 2 πn, n Z; б) + πn, - arctg 2 + πn, n Z; в) ±  + 2πn, Z; г) 

arctg 2 + πn, + πn, n Z. 
2. a) cos 2х + sin x = 0;  
б) cos 2х = 3 + 7cos x; 
в) 3 + 5sin 3x = cos 6х;  
г) 3cos2 6х + 8sin 3x cos 3x - 4 = 0. 

Ответ: а) + 2πn, (-1)n+1 + πn, n Z; б) ± + 2 πn, n Z; в) (-1)n+1 + , n

Z; г) + , (-1)narcsin +  n Z. 
IV. Итоги урока 
V. Домашнее задание 
Раздел II § 3 (1). Упражнения: № 2 (13; 23; 30; 37). 

  



УРОК 24 
Тема. Решения тригонометрических уравнений способом разложения на 

множители 
Цель урока: формирование умений учащихся решать тригонометрические уравнения 

способом разложения на множители. 
И. Проверка домашнего задания 
Первый ученик объясняет решение упражнения № 2 (23), второй ученик - упражнения № 2 

(30), третий - упражнения № 2 (37). 
II. Восприятие и осознание нового материала 
Много тригонометрических уравнений, правая часть которых равна 0, решаемые 

разложением их левой части на множители.  
Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Решите уравнение 1 + cos x - 2 cos = 0. 
Решение 

Учтя, что 1 + cos x = 2 cos , получим: 

2cos2  - 2cos = 0, 2cos = 0. 
Произведение равно нулю, если хотя бы один из множителей равен нулю. Поэтому: 

1) cos = 0; = +πn, n Z; x = π + 2 πn, n Z; 

2) cos = 1; = 2πn, п Z; х = 4 πn, n Z. 
Ответ: n + 2πn, 4 πn, n Z. 
Пример 2. Решите уравнение sin 2х - sin х = 0.  
Решение 

sin 2x - sin х = 0; 2 sin cos = 0; 2 sin cos  = 0. 

1) sin = 0; = πn, x = 2 πn, n Z.  

2) cos = 0, = +πn, x = + , n Z.  

Ответ: 2πn и + , n Z. 
III. Формирование умений и навыков учащихся решать тригонометрические уравнения 

способом разложения на множители 
Выполнение упражнений 
Решите уравнение. 

1. a) cos х = sin2 х cos х;  

6) 2sin = 3sin2 ; 

в) sin 2x = sin x;  



г) cos2 4x + cos 4x = 0. 

Ответ: а) +πn, n Z; б) 2πn, (-1)n2arcsin  + 2 πn, n Z; в) πn, ± + 2 πn, n Z; г) 

+ , ± + , n Z. 
2. a) cos 7x + cos х = 0;  
б) sin 7x = sin х; 
в) cos 3x + sin 5x = 0;  
г) sin 7x + sin 3х = 3cos 2х. 

Ответы: а) + , + , n Z; б) , + , n Z; в) +πn, + , n

Z; г) + , n Z. 
IV. Подведение итогов урока 
V. Домашнее задание 
Раздел II § 3 (2). Вопросы и задания для повторения раздела II № 16. Упражнение№ 2 (5; 6; 

9; 11). 
  



УРОК 25 
Тема. Решение однородных тригонометрических уравнений 
Цель урока: формирование умений учащихся решать однородные тригонометрические 

уравнения. 
И. Проверка домашнего задания 
1. Обсуждение решение упражнения № 2 (6; 9; 11) за готовыми решениями. 
2. Решения аналогичных упражнений. 
а) 1 + cos x + cos 2x = 0;  

б) cos4 x - sin4 x = ; 
в) cos 4x + sin 2x = 0;  
г) cos x (tg x - 1) = 0. 

Ответы: а) + πn, ± + 2 πn, n Z; б) ± + πn, n Z; 

в) (-1)n+1 + ; + πn, n Z; г) + πn, n Z. 
II. Восприятие и осознание нового материала 
1) Рассмотрим уравнение вида asin x + bcos x = 0 (однородное уравнение 1-й степени), где а 

и b не равны нулю. Значения x, при которых cos x равна нулю, не удовлетворяет данному 
уравнению, ибо тогда и sin x тоже равнялся бы нулю, а cos x и sin x не могут одновременно равняться 
нулю. Поэтому можно разделить обе части уравнения почленно на cos x. Имеем: 

; atg x + b = 0; tg x = -  . 

x = - arctg + πn, n Z. 
Выполнение упражнений 
Решите уравнение. 

1. а) sinx + cosx = 0;  
б) 16sin x = 5cos x; 
в) 2cos 2x + 3sin 2x = 0;  
г) sin2 x + sin x cos x = 0. 

Ответ: а) - +πn, n Z; б) arctg  + πn, n Z; в) - arctg + , n Z; г) πn, - + πn, 
n Z.  

2. Уравнения вида a sin2x + b sinx cosx + c cos2x = 0 называется однородным уравнением 2-й 
степени. Если числа а, b, с не равны нулю, то разделим данное уравнение на cos2 x (или на sin2x). 
(В данном уравнении cos2x ≠ 0, ибо в противном случае sin2 x тоже равнялся бы нулю, а cos x и sin 
x не могут одновременно равняться нулю). Тогда  

;  
atg2x + btgx + c = 0. 
Решив полученное уравнение получим корни данного уравнения. 
Выполнение упражнений 
1. Решите уравнение: 
а) sin2 x = 3cos2 x;  
б) sin2 x - 3 sin x cos x + 2 cos2 x = 0; 
в) 3sin2 x - 4sin x cos x +cos2 x = 0;  



г) sin2 x - 5sin x cos x + 6cos2 x = 0. 

Ответ: а) ± + πn, n Z; б) arctg 2 + πn, + πn, n Z; в) + πn, arctg + πn, n Z; г) 
arctg 2 + πn, arctg 3 + πn, n Z. 

3. Уравнения вида аn sinn x + an-1 sinn-1x cos x +... + a1 sinx cosn-1x + a0 cosn x = 0 
называется однородным уравнением n-ой степени относительно синуса и косинуса. 
Если ни один из коэффициентов an, а n-1, ... , a1, a0 не равен нулю, то, разделив обе части 

уравнения почленно на cosnx, получим уравнение n-ой степени относительно tgx. Если хотя бы один 
из коэффициентов an, а n-1, ... , a1, a0 равна нулю, то прежде чем выполнять деление на cosnx, 
следует доказать, что cosnx ≠ 0, т.е. cos x ≠ 0. 

Рассмотрим пример: 
Решите уравнение cos2 x - 2 cos x sin x = 0. 
Делить обе части на cos2 x , cos2 x = 0 является решением данного уравнения. Это уравнение 

можно решить: 
И способ (вынесение множителя) 
cos2 x - 2 cos x sin x = 0  
cos x (cos x - 2 sin x) = 0  
Отсюда cosx = 0 или cosx - 2sinx = 0. 

1) cos x = 0; x = + πn, n Z.  

2) cosx - 2sinx = 0; ; 1 - 2tgx = 0; tgx = ; x = arctg + πn, n Z. 

Ответ: + πn, n Z; arctg + πn, n Z. 
II способ. Разделим обе части на sin2 x, поскольку sin x ≠ 0 в данном уравнении, ибо в 

противном случае и cos x = 0, что невозможно.  

, 
ctg2 x - 2ctg x = 0; 
ctgх(ctg x - 2) = 0. 
Отсюда ctg x = 0, или ctg x = 2. 

1) ctg x = 0; x = + πn, n Z.  
2) ctg x = 2; x = arcctg 2 + πn, n Z. 

Ответ: + πn, arcctg 2 + πn, n Z.  
Выполнение упражнений 
1. Решите уравнение: 
а) sin 2х - cos2 x = 0;  

б) 2 sin2 x = sin 2x;  
в) 3 sin 2x + cos 2x = cos2 x;  

г) 1 - cos x = 2 sin cos .  



Ответ: a) + πn, arctg + πn, n Z; б) πn, + πn, n Z; в) πn, arctg 6 + πn, n Z; г) 2πn, 

+ 2πn, n Z.  
2. Решите уравнение: 
а) 4sin2 x - sin2x = 3;  
б) sin 2х + 4cos2 x = 1;  
в) 5 sin2 x + 3 sin x cos x - 4 = 0;  
г) 2 sin x + cos x = 2. 

Ответ: а) arctg 3 + πn, - + πn, n Z; б) arctg3 + πn, - + πn, n Z; в) - arctg 4 + πn, + 

πn, n Z; г) + 2πn, 2arctg + 2 πn, n Z.  
III. Подведение итогов урока 
IV. Домашнее задание 
Раздел II § 3 (3). Вопросы и задания для повторения раздела II № 17, 18. Упражнение№ 2 (8; 

17; 22; 28; 36). 
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